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Posizione: Ricercatore confermato
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2 Relazione finale sull’attività scientifica svolta

Il nuovo paradigma dell’Analisi Isogeometrica (IgA) è emerso come un’importante al-
ternativa alle tradizionali metodologie di progettazione e analisi per problemi retti da
equazioni differenziali alle derivate parziali (PDE) e solo recentemente si è incominciato
a studiarne le potenzialità nell’ambito della discretizzazione di problemi modellabili da
equazioni integrali di contorno (BIE) [XII, XIII].
L’IgA, introdotta da Hughes e collaboratori [VI] nella comunità dell’Analisi agli Elementi
Finiti (FEA), stabilisce un legame fondamentale con la geometria fornita dai moderni
sistemi CAD (Computer Aided Design) utilizzando la base geometrica direttamente
come base per l’analisi. Infatti in IgA, le funzioni B-splines o Non-Uniform Rational
B-Splines (NURBS), che tipicamente sono utilizzate per rappresentare la geometria del
dominio nella parametrizzazione CAD, diventano le basi per lo spazio delle soluzioni
della formulazione variazionale alla Galerkin della PDE (o della BIE). Di conseguenza
la geometria viene descritta esattamente, fin dal primo livello della discretizzazione, e
rimane inalterata durante tutto il processo di analisi, eliminando cos̀ı il continuo in-
terfacciamento con i sistemi CAD (tipico dei FEM) ogni volta che, per migliorare la
risoluzione, lo spazio iniziale viene modificato con l’operazione di raffinamento.
Fin dalle prime indagini, sono emersi sorprendenti vantaggi computazionali, grazie
all’utilizzo di funzioni regolari di tipo B-splines, che hanno permesso la progettazione
di nuovi metodi arricchiti di interessanti proprietà. Inoltre gli algoritmi stabili ed accu-
rati a disposizione del CAD per la manipolazione di tali basi, hanno reso semplice ed
efficiente il raffinamento degli spazi approssimanti considerati. Come testimonianza del
crescente interesse per l’utilizzo delle basi B-splines nell’ambito generale della risoluzione
numerica di problemi differenziali, significativa è la quasi contemporanea introduzione
in letteratura dei metodi BS che costituiscono una classe di metodi multistep stabili
basati su B-Splines per la risoluzione numerica di problemi al contorno unidimensionali
[X, XI].

In tutti i casi, i passi che concorrono nella determinazione della soluzione finale e ne
influenzano l’accuratezza, possono essere sintetizzati nei seguenti punti:

(a) determinazione dello spazio da utilizzare per la discretizzazione;

(b) costruzione degli elementi del sistema lineare tramite quadratura numerica degli
integrali (che nel caso delle BIE sono singolari o ipersingolari);

(c) risoluzione del sistema lineare.

Affinchè ogni punto sia trattato in maniera efficiente al fine di non deteriorare l’accura-
tezza globale dell’approssimazione finale, si richiede l’utilizzo delle più appropriate e
innovative tecniche risolutive, nonchè l’adeguamento dei metodi esistenti. Inoltre, al
fine di essere aggiornati nell’ambito delle rappresentazioni CAD di geometrie, risulta di
interesse per il progetto approfondire le conoscenze di schemi innovativi di interpolazione
e in generale di modellizzazione geometrica automatica. Pertanto si è resa necessaria
la completa sinergia tra diversi settori dell’Analisi Numerica e dell’Algebra Lineare Nu-
merica e del Computer Aided Geometric Design.
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Grazie al finanziamento ricevuto nell’ambito del Progetto GNCS 2013, dal titolo “Studio
di spazi con struttura di raffinamento per l’analisi isogeometrica”, alcune collaborazioni,
nella direzioni suddette, sono state avviate. Nel progetto attuale si sono consolidate tali
collaborazioni al fine di approfondire ed estendere alcuni dei risultati ottenuti, deline-
ando al tempo stesso nuove direzioni di ricerca.

In particolare sono stati sviluppati i seguenti temi:

(a) Nuovi spazi con struttura di raffinamento locale per l’IgA, [1-6]
ricerca di spazi dotati di strutture di raffinamento che permettano facile manipo-
lazione di geometrie complesse.

(b) Formule di quadratura per l’IgA [7]:
costruzione di formule di quadratura ad hoc

(c) Algebra lineare per l’IgA, [8]:
analisi delle caratteristiche spettrali delle matrici risultanti per la successiva costru-
izione di metodi multigrid e/o tecniche di precondizionamento per la risoluzione
dei relativi sistemi lineari.

(d) BEM per l’IgA basata su basi B-splines, [9-12]:
l’accoppiamento fra l’IgA e il metodo agli elementi di contorno per la risoluzione
di PDE.

(e) Metodi BS2 per problemi al contorno 1D del secondo ordine [13]:
sviluppo e studio delle caratteristiche di convergenza e stabilità di metodi multistep
basati su B–splines specifici per problemi al contorno 1D del secondo ordine.

(f) Schemi di interpolazione 3D basati su biarchi spline PH [14-16]
sviluppo e studio delle caratteristiche di convergenza e di shape–preserving di
schemi di interpolazione 3D basati su curve spline Pythagoran Hodograph (PH)
con applicazioni alla progettazione di moti di corpi rigidi.

Di seguito diamo maggiori dettagli sugli studi sviluppati per per ognuno dei punti sopra.

(a) Nuovi spazi con struttura di raffinamento locale per l’IgA, [1-6].
Le basi a prodotto tensoriale NURBS rappresentano lo standard indiscusso nei
sistemi CAD commerciali, grazie alle proprietà che ereditano dalle funzioni B-
splines, a cui aggiungono la capacità di rappresentare esattamente sezioni di coniche,
di fondamentale interesse nelle applicazioni ingegneristiche. Tuttavia la loro rigida
struttura di prodotto tensoriale inibisce ogni possibilità di operare raffinamenti
locali, e rende estremamente complicata la modellizzazione di regioni “non ret-
tangolari”. Ciò ha motivato l’interesse in ambito isogeometrico verso strutture,
tipiche del mondo del CAGD e della Teoria dell’Approssimazione, che permettano
raffinamenti locali, quali ad esempio le T-splines [III] e le strutture gerarchiche
basate su B-splines [XVI] o su loro generalizzazioni [IX].
Nel contesto delle T-splines, gli studi iniziati nell’ambito del progetto GNCS 2013,
hanno permesso la comprensione di alcuni aspetti legati all’indipendenza lineare
delle funzioni che generano lo spazio di discretizzazione, garantita solo per oppor-
tune strutture della mesh, si veda [IV] e referenze ivi citate. Nel progetto attuale
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si è cercato di generalizzare i risultati ottenuti [2], proponendo il loro utilizzo in
problemi elettromagnetici [1].
L’attività di ricerca nell’ambito delle tecniche gerarchiche si è concentrata sullo
studio di possibili caratterizzazioni di spazi B-spline gerarchici, tramite opportune
basi troncate [3,4], sullo studio di proprietà di approssimazione [6] e sulla ricerca
di ulteriori applicazioni in IgA [5]. Un’alternativa può essere fornita dalle funzioni
spline definite su triangolazioni: esse permettono sia efficienti raffinamenti locali
che la rappresentazione di geometrie complesse. Interessanti risultati si sono ot-
tenuti con splines di tipo Powell-Sabin [XIV] e loro estensione in forma razionale
(NURPS) [XV].
Se restringiamo l’attenzione a triangolazioni regolari, i relativi spazi spline sono
dotati di basi (box splines) che rappresentano la naturale generalizzazione bivariata
delle B-splines monovariate e possono facilmente essere estese a dimensioni mag-
giori. Pertanto sembrano possedere tutte le proprietà auspicabili e la flessibilità
necessaria per definire un modello isogeometrico alternativo di tipo spline.
Nell’ambito del progetto abbiamo proposto la possibilità di utilizzare opportune
basi box splines di tipo quartico e con continuità C2 definite su trianglolazioni re-
golari tri-direzionali in ambito isogeometrico. Un primo risultato ha riguardato il
trattamento delle condizioni al bordo, considerando opportune formulazioni deboli
(si veda [II] e citazioni), è stato oggetto delle comunucazioni [C2, C3] e la relativa
pubblicazione è in fase di preparazione.

(b) Formule di quadratura per l’IgA, [7].
Altro aspetto che determina in maniera cruciale l’accuratezza della soluzione è
legato alle formule di quadratura, utilizzate per approssimare i termini integrali
in caso di discretizzazioni di tipo Galerkin. Risulta pertanto di fondamentale im-
portanza avere a disposizione formule di quadratura particolarmente adatte agli
spazi utilizzati in IgA [I].
Considerando i risultati [V], ottenuti nell’ambito del precedente progetto si investi-
gato sulla possibilità di costruire formule con precisione ottimale, che considerino le
funzioni dato del problema solo su nodi prefissati dall’utente, e utilizzino proiezioni
dei termini su spazi splines. I risultati di tali studi sono stati oggetto delle comuni-
cazioni [C7] e alcuni sviluppi pubblicati in [7] ed in ulteriori pubblicazioni ancora
in fase di ultimazione.

(c) Algebra lineare per l’IgA, [8]
L’analisi spettrale delle matrici derivanti dalla discretizzazione di tipo IgA e la
definizione di metodi numerici ad hoc per la risoluzione dei corrispondenti sistemi
lineari sono state solo parzialmente investigate in letteratura.
Un primo contributo in questa direzione ha riguardato la determinazione del sim-
bolo delle matrici di stiffness ottenute mediante discretizzazioni di tipo Galerkin
basate su B-splines. Tale risultato ha permesso di avere una completa conoscenza
del comportamento asintotico dello spettro di tale matrici, in quanto gli autoval-
ori si distribuiscono esattamente come un campionamento uniforme del simbolo.
I risultati sono stati pubblicati in [VII].
Gli studi suddetti hanno permesso la progettazione di efficienti precondizionatori
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e metodi multigrid per il trattamento dei sistemi lineari in oggetto, presentati al
[C8] e oggetto di pubblicazioni, alcune in fase di ultimazione ([8]).
Successivamente si è cercato di estendere l’analisi spettrale basata sul simbolo per
le matrici ottenute in IgA mediante tecniche di collocazione, che stanno ricevendo
una notevole attenzione soprattutto nel caso di discretizzazioni basate su spazi
spline di grado elevato. Quest’ultime infatti danno origine a sistemi lineari parti-
colarmente difficili da trattare dal punto di vista numerico.

(d) BEM per l’IgA basata su basi B-splines, [9-12]
Con il progetto attuale, ci si proponeva di cominciare a studiare l’accoppiamento
fra l’IgA, basata B-splines, e il metodo di Galerkin agli elementi di contorno per la
risoluzione numerica di problemi ellittici, definiti su domini bidimensionali, anche
in presenza di disomogeneità o cavità variamente dislocate. In questo contesto si
è investigato da un punto di vista numerico il metodo di Galerkin simmetrico agli
elementi di contorno (SGBEM) applicato alla risoluzione di problemi ellittici al
contorno bidimensionali, dove il contorno del dominio e le incognite su di esso sono
rappresentati mediante B-splines. Abbiamo confrontato questo approccio, che ab-
biamo denominato IGA-SGBEM, con un SGBEM curvilineo, versione avanzata
rispetto ai convenzionali metodi agli elementi di contorno, che opera su qualsi-
asi contorno dato da rappresentazione parametrica esplicita e dove la soluzione
approssimata viene rappresentata mediante base Lagrangiana. Entrambe le tec-
niche sono state comparate con un SGBEM di tipo standard, dove il contorno del
problema assegnato è approssimato da elementi lineari e la soluzione è espressa
in termini di base Lagrangiana. Diversi esempi numerici sono stati presentati e
discussi al [C10], in particolare relativi a domini limitati regolari, non regolari, con
fori o domini illimitati esterni ad archi di curve piane.
Sono anche stati condotti studi sui metodi agli elementi di contorno per problemi
iperbolici [9-12], a cui si prevede in un prossimo futuro di applicare l’approccio
isogeometrico basato su B-splines.

(e) Metodi BS2 per problemi al contorno 1D del secondo ordine, [13]
A continuazione di ricerche precedentemente sviluppate nell’ambito della risoluzione
numerica di problemi al contorno unidimensionali basati sull’impiego di splines,
in [13] è stata introdotta una nuova classe di metodi lineari multistep basati su
B–splines detti metodi BS2 che sono specifici per problemi del secondo ordine
semi–lineari. In particolare è stato dimostrato che i BS2 a due o a quattro passi
sono assolutamente stabili e che la soluzione numerica prodotta dai metodi BS2
può essere associata ad una spline di collocazione facilmente costruibile.

(f) Schemi di interpolazione 3D basati su biarchi spline PH, [14-16]
Come sviluppo di ricerche svolte precedentemente nell’ambito dell’interpolazione
basata su curve Pythagoran Hodograph che stanno acquistando sempre crescente
importanza nell’ambito del CAGD, in [14] è stato sviluppato uno schema di inter-
polazione di tipo Hermite nello spazio che utilizza biarchi PH di terzo grado. Tale
schema consente il controllo del segno della torsione e ha ordine di approssimazione
pari a tre. In [15] e [16] sono stati invece sviluppati schemi di interpolazione basati
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su biarchi razionali spline utili per la modellizzazione di moti di corpi rigidi e che
risultano di interesse per specifiche applicazioni.
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isogeometric Analysis and Refinability in Tuscany (SMART), 28 Settembre - 1
ottobre 2014 (Alessandra Aimi, Carlotta Giannelli, Francesco Calabrò, Hendrik
Speleers su invito, Francesca Pelosi, Maria Lucia Sampoli ed Alessandra Sestini
tra le organizzatrici);

[C11] Foundations of Computational Mathematics Conference (FoCM) 2014, Monte-
video (Uruguay), 11-20 Dicembre 2014 (Annalisa Buffa su invito e Carlotta Gian-
nelli).
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